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Аннотация:  

В статье рассмотрены 

преобразования структур 

(систем и совокупностей) 

соотношений (равенств или 

неравенств), которые могут 

пригодиться школьникам, 

студентам и учителям. 

Проводится параллель свойств 

этих преобразований (операций)  

с операциями над предикатами  

и множествами. 

  

Abstract:  

The transformations of structures 

(systems and unions) of equalities 

or inequalities that can be useful 

for schoolchildren, students, and 

teachers are considered in the 

article. A parallel of the properties 

of these transformations 

(operations) with the operations 

on predicates and sets is drawn. 
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В школьном курсе математики при решении сложных неравенств (на-

пример, иррациональных или логарифмических) приходится решать задачи, 

сводящиеся к решению систем или совокупностей уравнений и неравенств. 

Рассмотрим систему, состоящую из уравнения и неравенства 
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Если уравнение имеет несколько корней  

 









bx

ax
xEq 0)(1

, (2) 

то система преобразуется в новую систему, содержащую в качестве эле-

ментов совокупность уравнений и неравенство. 
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Для решения системы (3) достаточно «просеять» корни уравнения через 

неравенство. В этом случае решение исходной системы примет вид 
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Таким образом, система (3) и совокупность (4) равносильны (т. е. имеют 

одинаковое множество корней. Учитывая предположение (2), они также 

равносильны системе (1). 

Возникает вопрос: как можно быстро преобразовывать такие системы?  

Для начала определимся с терминологией. 

Структуры предикатов 

Для систем и совокупностей подберем общий термин – структура. 

Опр. Структура – это суперпозиция систем и совокупностей, состоя-

щих из элементов (уравнений, неравенств). 

Структуры будем обозначать заглавными латинскими буквами. 

Т. к. элементы системы или совокупности могут быть уравнениями или 

неравенствами, хотелось бы также использовать общий термин. Мы будем 

использовать термин соотношение или предикат.  

Опр. Предикат (одноместный предикат) – это функция с множеством 

значений {0,1} (или {ложь, истина}), определѐнная на некотором множестве. 

Будем обозначать предикат строчной греческой буквой, например, )(x  

или сокращенно  .  

Уравнение или неравенство является частным случаем предиката, когда 

буквенное выражение соединено знаком отношения (  ,,,,, ) с числом 0. 
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Решение уравнения или неравенства совпадает с множеством истинности 

предиката }1)(|{)(  xxxI  . 

Отметим, что структура также является предикатом, только сложным 

(комбинированным), составленным из простых, которые являются уравне-

ниями или неравенствами.  

Структуры соотношений 

В качестве примеров структур предикатов (соотношений) рассмотрим 

следующие  
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Рассмотрим простейшие отношения предикатов и структур. 

Отношения структур (предикатов) 

Отношение эквивалентности (~). Предикаты (структуры) называются 

эквивалентными (равными)  ~ , тогда и только тогда, когда их множества 

истинности равны  II , т. е. всякое решение структуры, описываемой пре-

дикатом )(x , является решением структуры, описываемой предикатом )(x , 

и наоборот.  
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Отношения включения ( , ). Предикат (структура)   (строго) вклю-

чает в себя предикат (структуру)   (   ) если  II , т. е. всякое реше-

ние структуры, описываемой предикатом )(x , является решением струк-

туры, описываемой предикатом )(x . В этом случае структура   является 

следствием структуры  .  

Аналогична ситуация с нестрогим включением ( ). 

Предикат (структура)   нестрого включает в себя предикат (структу-

ру)   (   ), тогда и только тогда, когда  II , т. е. всякое решение 

структуры, описываемой предикатом )(x , является решением структуры, 

описываемой предикатом )(x . Отношение    (как и отношение нестро-

гого неравенства  ) означает, что либо   , либо  ~ . 

Выполнение отношений включения    и    равносильно экви-

валентности (равенству) предикатов  ~ . 

Система и совокупность  

как операции над предикатами (соотношениями) 

Если рассматривать систему уравнений или неравенств, то ее реше-

нием является некоторое множество (возможно пустое). В «терминах пре-

дикатов» система предикатов – это предикат, являющийся конъюнкцией 

(логическим умножением, операцией И) предикатов, а решение системы – 

это множество истинности предиката.  

Так система предикатов на «языке структур» эквивалентна конъюнк-

ции предикатов на «языке предикатов» 
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Аналогична ситуация с совокупностью предикатов: совокупность пре-

дикатов на «языке структур» эквивалентна дизъюнкции (логическому сло-

жению, операции ИЛИ) предикатов на «языке предикатов». 
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Можно рассматривать объединение соотношений (предикатов) в 

систему или объединение в совокупность как операции. Эти операции 

будем считать бинарными и вместо префиксной нотации будем кратко 
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записывать («в строчку») объединение в систему и объединение в сово-

купность в инфиксной нотации следующим образом {  и [ . 

Таким образом, операции объединение предикатов в систему или объ-

единение в совокупность являются аналогами операций объединения в 

систему или объединения в совокупность на множестве соотношений.  

Теперь перейдем к рассмотрению свойств этих операций. 

Отметим, что операции { и [ являются замкнутыми на множестве соот-

ношений (предикатов), т. к. результат операций конъюнкции, дизъюнкции и 

их комбинации (суперпозиция) над предикатами сам является предикатом.  

Операции { и [ также являются идемпотентными:  {  и  [  

Ассоциативность и коммутативность 

Структуры (6) и (8) содержат одинаковые «структурирующие операции» – 

объединения в систему и совокупность. 

Соотношения соединяются в системы и обладают ассоциативным 

свойством 

запись в префиксной нотации: 
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запись в инфиксной нотации: 

     {{{{{{  . 

Аналогичной ассоциативностью обладают совокупности 
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     [[[[[[  . 

Свойство коммутативности операций { и [ следует из определений сис-

темы и совокупности: как пересечения и объединения множеств истинно-

сти предикатов либо как конъюнкция и дизъюнкция предикатов. 

Т. е. операции { и [ образуют со множеством предикатов абелевы (ком-

мутативные) полугруппы по каждой из операций. 

Нейтральный элемент 

Найдем нейтральные элементы по отношению к этим операциям и по-

лучим моноид – полугруппу с нейтральным элементом. 
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Нейтральным элементом (нулевым) по отношению к операции [ являет-

ся элемент-предикат (соотношение) тождественно ложный на всей области 

определения переменной x . Область истинности такого предиката эквива-

лентна пустому множеству 

[e , 

т. к. 
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 [ . 

Нейтральным элементом (единичным) по отношению к операции { явля-

ется элемент-соотношение, область истинности которого эквивалентна (равна) 

универсуму – тождественно истинный на всей области определения перемен-

ной x  предикат 

Ue { , 

т. к. 
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 U{ . 

Т. е. операции [ и { над множеством соотношений является моноидами 

(полугруппами с нейтральными элементами), аналогично операциям   и   

над множествами. 

В силу невозможности определить «полноценные» (всегда и однозначно 

осуществляемые) операции вычитания и деления операции [ и { не образу-

ют групп, а являются моноидами. 

Законы дистрибутивности 

Для преобразования структур (5), (7), (9) нам понадобятся законы ди-

стрибутивности. 

Так структура (5) 
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в «строчной» инфиксной записи примет вид 

   {[  
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Формально раскрыв скобки, получим 1-й закон дистрибутивности 

    {[        {[{ , (10) 

который в префиксной записи примет вид 
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Верность 1-го закона дистрибутивности доказывается с помощью  

равенства предикатов  
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и их множеств истинности  
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Запишем структуру (7) в инфиксной нотации 

  {[  

Формально раскрыв скобки, получим в инфиксной форме 2-й закон 

дистрибутивности (аналогичный 2-му закону дистрибутивности из тео-

рии множеств         или математической логики 

       ) 

   {[        [{[ , (12) 

который в префиксной записи примет вид 
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Отметим, что запись   {[  более естественна и проста нежели     [{[ , 

т. о. 2-й закон дистрибутивности логичнее использовать в «обратном по-

рядке» (в направлении «сворачивания» скобок) 
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В 1-м законе дистрибутивности наоборот: запись     {[{  на «языке систем-

совокупностей»  
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более понятна: она соответствует объединению пересечения решений соот-

ношений. 

Этот закон удобнее использовать в направлении «раскрытия скобок» 
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Рассмотрим в качестве обобщающего примера преобразование струк-

туры (9) 
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Запишем структуру в инфиксной форме  
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далее применим коммутативность 

    {[[{          [{[{ , 

воспользовавшись дистрибутивностью, получим 

      [{[{        [[{ , 

что на «языке систем-совокупностей» примет вид 
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